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Inverse Kinemtik ﬂ(“.

Karlsruhe Institute of Technology

B Inverses kinematisches Problem (Rickwartskinematik)

B Bestimmung der Gelenkwinkelstellungen zu einer gewinschten Lage des
Endeffektors.

Inverse Kinematik:
Bestimmt die Gelenkwinkel

Wie bewege ich
meine Hand
zum Becher?
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' Endéfek
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Inverse Kinematik ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology
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Inverse Kinematik: Problemstellung A\‘(IT

Gelenkwinkelraum Kartesischer Raum
(Configuration Space) (Workspace)
(04, ..,0,) e CS R Direkte Kinematik W =R"

Inverse Kinematik

n: Bewegungsfreiheitsgrade
m: Freiheitsgrade

>
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Direkte und Inverse Kinematik

Kapitel 04 | 6

Gelenkparameter

!

Gelenkwinkel ———»

Direkte Kinematik

Gelenkparameter

Phb

Gelenkwinkel «—

Inverse Kinematik

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Position und Orientierung
des Endeffektors

H2T



Inverse Kinematik: Vorgehensweise \‘(IT

@ Lage des TCP:

B Kinematisches Modell:
Prcp _TBKSTCP(B) —Ao1(91) A12(92) cAp_on- 1(On—1) - Ap_ 1n(9n)

B Gegeben: Prcp
B Gesucht: 0

@ Ansatz:
Gleichung nach 0 auflésen (nichtlineares Problem)

>
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Unzuldssige / Unerreichbare Stellungen

@ Eine unerreichbare Stellung nennt man solche aulerhalb des Armradius des
Roboters.

@ Eine unzulassige Stellung ist prinzipiell erreichbar, jedoch aufgrund
physikalischer Randbedingungen nicht einnehmbar:

® Konstruktionsbedingte Winkel-
beschrankungen (Arbeitsraum)

B Kollision des Roboters mit Hinder-
nissen im Arbeitsraum

B Kollision von Werkstiick oder Effektor
mit Hindernissen oder dem Roboter
selbst

@ Die Vermeidung solcher Stellungen sollte bereits bei der Trajektorienplanung
bericksichtigt werden (- Hindernisvermeidung).

>
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Inverse Kinematik: Eindeutigkeit

® In der Ebene gibt es fir Systeme mit
n = 3 Bewegungsfreiheitsgraden
mehrere Moglichkeiten, eine
vorgegebene Endeffektorstellung zu
erreichen.

W In SE(3) gilt dies fiir alle Roboter mit
n = 6 Bewegungsfreiheitsgraden.

@ Reduktionsstellungen sind solche, zu
deren Erreichenn < 6 Bewegungs-
freiheitsgrade ausreichen wurden.

Gleiche Endeffektorstellung bei unter-
schiedlichen Konfigurationen

@
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Redundanz des menschlichen Arms A\‘(IT

\ Schulter

Sl MCA - General User Interface

Ellenbogen
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Inverse Kinematik: Eigenschaften

@ Eigenschaften
B Es existiert kein allgemein anwendbares Verfahren

® Anforderungen an Geschwindigkeit:
Die Berechnung der Gelenkwinkel muss schnell erfolgen

B Losungsverfahren

® Losungen in geschlossener Form

B Geometrische Methoden
B Algebraische Methoden

® Numerische Methoden
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I n h a It Karlsruhe Institute of Technology

B Inverses Kinematisches Problem

B Geschlossene Methoden
B Geometrische Methoden
® Algebraische Methoden

® Numerische Methoden
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Geometrische Methode: Vorgehen A\‘(IT

® Nutze geometrische Beziehungen, um die Gelenkwinkel @ aus der Tycp zu
bestimmen.

® Das kinematische Modell wird dabei nicht direkt verwendet.

Anwendung von:
® Trigonometrischen Funktionen
® Sinus-/ Kosinussatzen

>
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Geometrische Methode: Beispiel ﬂ(IT

A

y _______________________

DV

v

B Mit Kosinussatz:

x> +y%=12+1% —2l1,c0s(6,)

H2T




Geometrische Methode: Beispiel (2) ﬂ(IT

A

y _______________________

DV

v

12 =x%4+y%2+1% — 21, /x% + y2 cos(y)

24y2+1% —15

211/ x2+y?

- cos(y) = ad

@
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Geometrische Methode: Beispiel (3) ﬂ(IT

y _______________________
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Geometrische Methode: Polynomialisierung

B Transzendente Gleichungen sind in der Regel schwer zu I6sen, da die
Variable 8 gewohnlich in der Form cos 6 bzw. sin 0 auftritt.

B Werkzeug: Substitution

u = tan (9)
2
unter Verwendung von:
1 — u?
cos @ = 1522
_ 2U
sin@ = 1+ 42

=» Auflésen von Polynomgleichungen

>
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B Inverses Kinematisches Problem

B Geschlossene Methoden
B Geometrische Methoden
B Algebraische Methoden

® Numerische Methoden
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Algebraische Methoden A\‘(IT

stitute of Technology

® Gleichsetzen von TCP Pose Pr¢p und Transformation Tggs rcp aus dem
kinematischen Modell:

Prep = TBKS,TCP (9)

B Koeffizientenvergleich der beiden Matrizen
all aln bll bln
anl ree ann bnl . bnn

B 16 Gleichungen bei homogenen Matrizen in 3D (4 trivial: 0=0, 1=1)
=» 12 nicht-triviale Gleichungen

>
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Algebraische Methoden: Beispiel (1)

B Aus kinematischem Modell

TBKS,TCP — Ao,3
Ci23 —S123 0 licg +1heq
_ | S123 €123 0 15y +1zsp;
0 0 1 0
0 0 0 1

C123= COS(Ql + 02 + 03), S123 = Sin(91 + 82 + 03)

B Gewlinschte Lage des Endeffektors im Raum
B Position(x,y), Orientierung(d)

Cp —S¢ 0 x

S¢ Cp 0 vy

Prrp =| ¢ *¢

VYo o 1 0
O O 0 1
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Algebraische Methoden: Beispiel (2) A\‘(IT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

B Koeffizientenvergleich

cp —S¢p 0 x €123 —S123 0 lycg + e
Sp Cp 0 Y |_|[S123 €123 0 lisg+ 181,
0 0 1 0 0 0 1 0 o,
0 0 0 1 0 0 0 1

Cp = C123 (1)

S¢ = S123 (2)

X = llcl + l2C12 (3)
y =115+ 1551, (4)

=» Nach 0 auflosen

@
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Algebraische Methoden: Beispiel (3)

@ Summe der Quadrate von (3) und (4)

= 12¢2 4+ 2l cqlycqp + 132,
y% = 1§sf + 2l3s113815 + 1555,

st+cit=1; si+ch =1

xz + yz = l% + l% + 2l1l2(C1C12 T 81812)
= l% + l% + lelzC'z

C=x2+y2—lf—l§ -
2 21,1,

® Zwei Losungen fur 0, sind moglich. Warum?

=» Redundanz

Kapitel 04 | 22

AT

e of Technology




Algebraische Methoden: Beispiel (4) A\‘(IT

® Berechnungvon 6,

B Aus Koeffizientenvergleich:
X = l1C1 + l1C12
y = l151 + I35

® Additionstheorem: cos(8; + 8,) = cos(8;) cos(6,) — sin(8;) sin(H,)
x =licy + 1(c1c2 — 51872)
y = 1151 + 1(s1¢; + 55¢1)

® Vereinfachen:
x = (i + Lex)er — (Uz52)54

y = (l; +1zc3)81 + (I352)cq

= Auflésung schwierig.
Hilfe durch Schablonen fir typische Gleichungen (MAPLE).

>
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Algebraische Methoden: Losungsalgorithmus A\‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

® Problem

® Oft kdnnen nicht alle Gelenkwinkel aus den 12 Gleichungen bestimmt werden.

@ Ansatz

® Kenntnis der Transformationen erhoht Chance, die Gleichungen zu l6sen.

@ Gegeben

® Die Transformationsmatrizen Ag; - A1 - ...t Ap_1n und Prep

B Gesucht
® Die Gelenkwinkel 0, bis 0,

@
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Algebraische Methoden: Vorgehensweise

B Algorithmus zur algebraischen Losung
® Prep = A0,1(91) Ay (62) Ay (65) ‘A3,4(34) ’A4,5(95) °A5,6(86)

® Vorgehensweise:

1.
2.
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Invertiere Aq ;(0,) und multipliziere beide Seiten der Gleichung mit Aa’ll

Versuche aus dem neu entstehenden Gleichungssystem eine Gleichung zu
finden, die nur eine Unbekannte enthalt und lose diese Gleichung nach der

Unbekannten.

Versuche eine Gleichung im Gleichungssystem zu finden, die durch die
Substitution der im letzten Schritt gefundenen Losung nach eine Unbekannten
|6sbar ist.

Falls keine Losungen mehr gefunden werden kdnnen, so muss eine weitere
Matrix (44 (0,)) invertiert werden.

Wiederhole die Schritte 1 - 4 bis alle Gelenkwinkel ermittelt sind.

H2T



Algebraische Methoden: Gleichungen

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Trcp = Agq - A12 - Az3 - Az4 - Ass - Ase

Ao_1 Trep = A1,2 ‘A2,3 'A3,4 ‘A4,5 'A5,6

_1 _
*Trep = Ag3- Az Ays - Asg

-1 -1 -1 —
A2,3 ) A1,2 ) AO,l | TTCP - A3,4 ) A4,5 | A5,6

-1 -1 -1 -1 —
A3,4- | A2,3 ) A1,2 ) AO 1° TTCP — A4,5 | A5,6

A45 A35 - A3s - ATS - Agt - Trep = Ase

_1 _
‘A5,6 - A0,1 'A1,2 ‘A2,3 'A3,4 'A4,5

-1 -1 _
TTCP 'A5,6 ’A4,5 — A0,1 ’A1,2 ’A2,3 'A3,4

-1
TTCP ' As 6
_1 —_
TTCP 'A5,6 ‘A4,5
-1 -1 -1
TTCP 'A5,6 'A4,5 ’A3,4
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-1 -1 _
'A45 'A3,4 - A0,1 'A1,2 'A2,3
-1 -1 _
'A34 'A2,3 — A0,1 'A1,2
-1 -1 __
'A2,3 ‘A1,2 — Ao,1
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B Inverses Kinematisches Problem

B Geschlossene Methoden
B Geometrische Methoden
® Algebraische Methoden

B Numerische Methoden
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Numerische Methoden: Jacobi-Matrix (Wdh.) @ =7 o et

B Gegeben eine differenzierbare Funktion f: R" - R™
® Die Jacobi-Matrix enthalt samtliche partiellen Ableitungen erster
Ordnung von f. Fir ein a € R" gilt:

gi(a) ces aai(a)
df; X1 Xn
]f(a) = (a— (a)) = : : e RMXn
axl axn
W Es gilt:
. af (6(¢)) |
() = —-——= J:(6(D) - 6(t)

S
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Numerische Methoden: Linearisierung A\‘(IT

B TCP-Pose Uber Vorwartskinematik:
PTCP,t = f(et)

B Jacobi-Matrix liefert Bewegungstangenten
in der aktuellen Stellung 0,

af (6,)
00,

]f(et) =

B Annahme: Modell gultig fur kleine A8
® Lineare Approximation der Bewegung

| ® Approximationsfehler ¢ existiert

@
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Numerische Methoden: Beispiel A\‘(IT

<V

J;©) =459 =5 () seR

:c'»!
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Numerische Methoden: Differenzenquotient A\‘(IT

W (1) Tatsachliche Bewegung gemaR:
x(t) =J(0)0(t)

B (2) Angenaherte Bewegung im
Intervall At mittels Differenzenquotient:
Ax =~ J(0)AB

B Approximation der Anderung durch
Ubergang vom Differentialquotienten zum
Differenzenquotienten

® Linearisierung des Problems

@
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Numerische Methoden: Umkehrung

@ Bisher erreicht: Lokale, lineare Annaherung an die
Vorwartskinematik

Ax = f(AG) = J(0) - A
B Gesucht: Lésung fur das inverse Problem
A0 ~ F(Ax) = J;1(6) - Ax
® Invertierung ist moglich, wenn:

® /£(0) ist quadratisch
® /£(0) hat vollen Rang

Kapitel 04 | 32
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Numerische Methoden: Pseudoinverse

B Ansatz: Pseudoinverse

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Verallgemeinerung der inversen Matrix auf singulare und nicht-quadratische

Matrizen A € R™*",

® Moore-Penrose Pseudoinverse (bei vollem Zeilenrang™)

A% = AT(AAT)!

@ Es gelten:
m (4% =2
B (AN = (A#)T
B (1A)* = 171A4%, fur

* Voller Zeilenrang ist bei /¢ Ublicherweise gegeben.

Ausnahme: Singularitaten
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Pseudoinverse: Herleitung A\‘(IT

stitute of Technology

® Problem: Berechne die im Sinne der Summe der Fehlerquadrate (least
squares) bestmogliche Losung eines Systems von linearen Gleichungen

Ax=Db // A ist a rechteckige Matrix, nicht invertierbar
ATAx = ATb /] AT A ist eine quadratische Matrix, invertierbar

(ATA)TTATAx = (ATA)'ATb

I
X =(ATA)"1ATb  // X ist eine least squares Lésung von Ax = b
At

x=A"b // A¥ist die pseudoinverse von A

o
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Numerische Methoden: Zusammenfassung

1. Vorwartskinematik als Funktion:
x(t) = f(0(t))
2. Ableitung nach der Zeit:

ax(t)

x(t) = Jr(8)6(t)

3. Ubergang zum Differenzenquotienten:

Ax =~ J(0)A0
4. Umkehrung:
A6 ~ JF(0)Ax

Kapitel 04 | 35

x(t) € R®: TCP-Pose
0(t) € R™: Gelenkwinkelstellungen

x(t) € R®: TCP-Geschwindigkeiten
0(t) € R": Gelenkgeschwindigkeiten
J£(6) € R®*™: Jacobi Matrix

Ax € R®: Fehler in der TCP-Pose
AB € R™: Fehler in Gelenkstellungen

H2T



Numerische Methoden: Iteratives Vorgehen ﬂ(IT

® Gegeben: Sollpose des TCP Pr¢p sou
B Gesucht: Gelenkwinkelvektor 8, der

Prcp sou realisiert Prep.t i

PTCP, soll

Ax
B [terativer Ansatz beginnend bei

Initialkonfiguration 8¢ und Pr¢p

1. Berechne Pr¢p, in Iteration t aus
Gelenkwinkelstellungen 0,

2. Berechne Fehler Ax aus Pr¢p 5oy und
berechneter Pr¢p ¢

3. Benutze approximiertes inverses
kinematisches Modell ', um
Gelenkwinkelfehler A@ zu berechnen

4. Berechne8;,, =0;+ A0
5. Fahre mit Iteration t + 1 fort

Kapitel 04 | 36 H 2 I
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Numerische Methoden: Beispiel ()

@ Position:
x =1l;cosf; + 1, cos(6; +6,)
y =1y sinf; + [, sin(6; + 6,)

B Geschwindigkeit:
(3) =17 6(0) = J;(6) (8.) .

_ (_ll sinf; — [ sin(6; +6,) —l;sin(f; + 92)) . 01
~ \lycosB; +1,cos(6; +6,) 1,cos(6;+6,) 0,

@
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Numerische Methoden: Beispiel (ll)

B Die Jacobi-Matrix muss invertiert werden:

Karlsruhe Institute of Technology

(Ael) _ 1 ( l2C12 12512 ) (Ax)
AGy) l1l; sin 6, —lyc1 — licy —13S15 — 11514 Ay
Jr(@)1

® Fir 6, = 0°,+£180°ist /(@) singular!

Kapitel 04 | 38

Abkurzungen:

c12 = cos(68; + 0,)
S1, = sin(8; + 6,)
c; = cos(6;)

s; = sin(6;)

H2T



Numerische Methoden: Singularitaten A\‘(IT

@ Pseudoinverse ist in der Nahe von Singularitaten instabil

® Umgang mit Singularitaten

@ Vermeidung von Singularitaten
(nicht immer moglich)

B Damped least squares
(auch Levenberg-Marquardt Minimierung)

@
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Numerische Methoden: Damped Least Squares ()

AT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

® Die Pseudoinverse]ﬁ(@) 16st die Gleichung J(8)A8 = Ax optimal nach AB.

B ,Optimal” bezieht sich auf die Summe der Fehlerquadrate

. 2
nAnen”]f(H)AB — Ax||2

B Ansatz: Minimiere stattdessen

min||j- ()46 — Ax]| + 221146113

mit einer Dampfungskonstante 4 > 0.

Kapitel 04 | 40
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Numerische Methoden: Damped Least Squares (ll)

@ Ansatz:
min||j-(8)A8 — Ax||; + A2[146]13

B Die zugehorige Gleichung ist

J"] +22E)A6 = [T Ax
@ Daraus ergibt sich

A6 = (JT] + 2E) JTAx =T ()T + A2E) " Ax

Ethn E]Rrhxm

W Hier:J =Jf(0), m=6
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Numerische Methoden: Damped Least Squares (lll) A\‘(IT

B Ansatz:
A6 = (JT] + 2%E) JTAx =T ()T + A2E) " Ax

Ethn E]Rrhxm

® Die Dampfungskonstante A > 0 muss anwendungsspezifisch gewahlt werden
B Grold genug fur numerische Stabilitat in Umgebungen von Singularitaten
B Klein genug fur schnelle Konvergenzrate

W Hier: ] = J¢(0)

@
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Numerische Methoden: Stabilitatsbetrachtung () A\‘(IT

B Beide Ansatze (Pseudoinverse und Damped Least Squares) kdnnen durch
Singularitaten instabil werden

B Eine Analyse der Stabilitat ist Gber eine Singularwertzerlegung moglich

® Singuldrwertzerlegung: Eine Matrix | € R™*™ wird dargestellt durch zwei
orthogonale Matrizen U € R™™ und V € R™" und eine Diagonalmatrix
D € R™*" in der Form:

J=UDVT

® OBdA: Singularwerte g; auf der Diagonalen von D seien sortiert:
0-120-22.“20-7?120'

>
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Numerische Methoden: Stabilitatsbetrachtung (ll) \‘(IT

® Singuldrwertzerlegung: ] = UDVT

B Die Singularwertzerlegung von J existiert immer und sie erlaubt die folgende

Darstellung von J
Jlulv z o;U; vl ,

i=1 =1

Ms

® wobei u; und v; die Spalten von U und V sind, sowie r = rang J.
® Fir die Pseudoinverse J* gilt (durch Orthogonalitat von U und V):

r

J* =vD*UT = Z o tvul

i=1

>
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Numerische Methoden: Stabilitatsbetrachtung (lll) A\‘(IT
® Erinnerung Damped least squares: A = JT(JJT + A2E)"1Ax

@ Fir die innere (zu invertierende) Matrix gilt:
JJT + 22E = (UDVTY(vDTUT) + 2°E = U(DDT + A’E)UT

® DDT + A2E ist eine nicht-singuldre Diagonalmatrix mit den
Diagonaleintrigen a7 + A2. Daherist (DDT + A2E) ™! eine Diagonalmatrix

~1
mit den Diagonaleintrigen (o7 + 42) .

W Es folgt:

r
O'.
JTUJT + 22E)"t =vDT(DDT + PE) U = ) ——=wvu]
o + A

=1

>
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Numerische Methoden: Stabilitatsbetrachtung (1V) A\‘(IT

Pseudoinverse:

Damped least squares:

O-.
ST+ RE) T = ) vl
=1 ¥l B
T T 0eo0)

Die Invertierung von J hat in beiden Fallen eine ahnliche Form.
Die Pseudoinverse wird instabil, wenn ein g; = 0 (Singularitat)

Flr groRe g; (verglichen mit A) verhalt sich damped least squares wie die
Pseudoinverse

Fir o; — 0 verhalt sich damped least squares wohldefiniert

>
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Important spaces

Joint velocity space End-effector velocity space

“Effective” space
VOeE: &=J(0)-6 £ 0

W
i=J(0)-0 / N
— /NN
L NN\
| T \\ \
" R(J) :
u‘. .\.\ l Il
\ |
. \\ / f
JO)-6=0 So
(o
oL S(T)
/

Null space (self-motion) Singularity space

vOeN: &=.J(0)-0=0

>
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B Inverses Kinematisches Problem

B Geschlossene Methoden
B Geometrische Methoden
® Algebraische Methoden

® Numerische Methoden
B Zusammenfassung

>
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Zusammenfassung: Kinematik A\‘(IT
@ Direkte Kinematik:

i R*—> R™* x=f(0)

® Inverse Kinematik:

F:R™ > R* 0 =F(x)

@ Falle:
B Es existiert eine eindeutige Losung.
B Es existiert eine endliche Menge von Losungen.
B Es existiert eine unendliche Menge von Losungen.
B Es existiert keine Losung.

>
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Zusammenfassung: Verfahren

Allgemeine Verfahren
® Numerische Verfahren

B Allgemeine Losungsverfahren fir
Gleichungssystem

=) hoher Aufwand
BB lange Zeitdauer
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Spezielle Verfahren

® Auf trigonometrische
Beziehungen basierende
graphische Verfahren

=) schnell

mm) nur fir speziellen Robotertyp
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